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В работе представлена математическая модель диффузионного массопереноса при плазменной обработке и ре-
зультаты расчетов процесса азотирования.  
 
Введение 
Развитие машиностроения, инструментальной 
промышленности, ракетостроения и других от-
раслей техники предъявляет особые требования 
к конструкционным материалам: высокие экс-
плуатационные характеристики, устойчивость к 
коррозии и другие. Одним из методов модифика-
ции материалов является химико-термическая 
обработка [1]. По сравнению с закалкой она име-
ет ряд преимуществ: возможность обработки де-
талей со сложной поверхностью, изменение ха-
рактеристик приповерхностного слоя металличе-
ских сплавов с сохранением объемных свойств. 
Химико-термическая обработка состоит в про-
никновении примеси (легирующего элемента) 
посредством диффузии вглубь материала. Ко-
эффициент диффузии зависит от кристалличе-
ской структуры матрицы, наличия примесей, де-
фектов структуры и др.  
Процесс диффузии внедренных атомов в ма-
териал-матрицу сопровождается изменением 
фазового состояния материала и, соответствен-
но, изменением скорости диффузии. Формирует-
ся последовательность однофазных областей в 
соответствии с изотермическим срезом фазовой 
диаграммы состояния. 
Наиболее перспективным по спектру полу-
чаемых свойств, по длительности обработки и 
экономичности являются ионно-плазменные ме-
тоды [2-10]. Они сочетают в себе чистку  поверх-
ности  от окислов и примесей, поддержание не-
обходимой концентрации активных атомов и их 
внедрение в приповерхностную область. Обра-
ботка проводится при температуре 400-600 
0
С, 
длительность составляет от нескольких десятков 
минут до 1-2 часов.   
Исследование процессов химико-термической 
обработки, определение влияния параметров 
обработки на характеристики материалов и вы-
бор оптимальных параметров проводится экспе-
риментальным [2-10] и численным [11=14] спосо-
бами. Результат обработки зависит от множества 
факторов: параметров плазмы, длительности 
обработки, типа обрабатываемого металла или 
сплава.  
Численное исследование позволяет учесть 
все эти факторы и является более экономичным. 
В численных расчетах, как правило, проводится 
решение уравнения диффузии без выделения 
однофазных областей, и полученный профиль не 
имеет разрывов концентрации и является непре-
рывным [2-5].  
В данной работе предложена математиче-
ская модель диффузии в объеме твердотельного 
материала с учетом неоднородного фазового 
состава в одномерной декартовой геометрии при 
меняющихся во времени граничных условиях для 
широкого спектра внедряемых атомов и материа-
лов матриц. В модели учитывается фазовое со-
стояние материала-матрицы и фазовые перехо-
ды. На основе данной модели возможно модели-
рование процессов азотирования, цементации, 
силицирования и т.д. 
 
Математическая модель 
Будем рассматривать обработку металлов 
стационарной плазмой. В этом случае временем 
установления температуры в слое, где происхо-
дит диффузия примеси, можно пренебречь. Про-
цесс можно считать изотермическим. Последова-
тельность формирования однофазных областей 
определяется изотермическим  срезом двухком-
понентной фазовой диаграммы. На рис. 1 приве-
дено качественное распределение концентрации 
по глубине материала.  
 
Рис. 1. Геометрия задачи. 
 
Система уравнений, описывающая диффузию 
с учѐтом фазовых переходов, включает в себя:  
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0iD - предэкспоненциальный множитель для 
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– уравнение кинетики границы ξi  [15], которое по 
сути является уравнением непрерывности для 
атомов примеси: 
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Граничные условия первого или второго рода 
на границе 0y  , т.е. задана концентрация с0 или 
поток J0. 
 
Результаты и их обсуждение 
Проведено сравнение с экспериментом [6], в 
котором проводилось азотирование стали в тече-
нии 1 ч при температуре 480-500 
0
С в чистом азо-
те и в смеси азота с инертными газами. 
Были использованы формулы для расчѐта ко-
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Расчет был проведен для граничного значе-
ния концентрации 6.8 вес.% (рис. 2.). В этом слу-
чае формируется фазы: , ,   . 
 
Рис. 2. Распределение концентрации азота по толщине 
материала.  
 
Рассчитанный профиль концентрации содер-
жит скачки концентраций на границах однофаз-
ных областей, что в эксперименте не наблюдает-
ся. Это можно объяснить следующими фактора-
ми. В расчете рассмотрена диффузия азота в 
чистом железе, а в эксперименте [6] использова-
лась сталь 4140, которая помимо железа содер-
жит другие элементы, в том числе углерод и 
хром, которые меняют вид фазовой диаграммы и 
влияют на коэффициент диффузии азота в желе-
зе. Также примеси, такие как хром, образуют ус-
тойчивые соединения с азотом. Все это приводит 
к размытию скачков концентрации на фазовых 
границах. В целом, толщина азотированного 
слоя, полученная в расчете, согласуется с экспе-
риментальными данными.  
 
Заключение 
Разработана математическая модель, описы-
вающая процесс химико-термической обработки. 
Расчеты позволяют прогнозировать толщину мо-
дифицированного слоя. Для более точного расче-
та необходима информация о фазовом состоянии 
примеси в материалах сложного состава.  
Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке Министерства образования и науки РФ  (науч-
но исследовательская работа ФГБОУ ВПО 
«ЮУрГУ» (НИУ), проводимая в рамках государст-
венного задания №1030 (№2014105-ГЗ)). 
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One of the metal property modification methods is thermochemical treatment. It is metal diffusion saturation with an alloying 
element. There are the phase transformations according to the binary equilibrium diagram during the alloying element diffusion 
process.  
The most effective technique is the ion-plasma method.  
The numerical calculation lets take into account many factors and predict optimal treatment parameters.  
The developed mathematical model describes the diffusion at the plasma treatment with phase transformation according the  
binary equilibrium diagram. 
The calculations show the model gives true modified depth, but the equilibrium diagram for alloying element and complex 
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В работе исследуется модель взаимодействия частицы со скалярным квантовым полем, которая описывает взаи-
модействие электронов с акустическими фононами кристалла. В этом случае стандартная теория возмущений приво-
дит к расходящимся выражениям при расчете энергии основного состояния системы. В работе показано, что при кор-
ректном выборе вектора состояния системы как энергия основного состояния, так и физическая масса частицы остают-
ся конечными во всем диапазоне изменения константы связи. 
 
Введение 
Задачи о взаимодействии частицы с кванто-
вым полем возникают при описании электрон-
фононного взаимодействия в твердом теле [1], 
при рассмотрении движения частиц в поле ла-
зерной волны [2], в нерелятивистской модели 
квантовой электродинамики [3] и в других про-
блемах.  При использовании стандартной схемы 
теории возмущений (ТВ) в таких задачах важную 
роль играет предположение об «адиабатическом 
выключении взаимодействия» [4], которое позво-
ляет выбирать асимптотические состояния, соот-
ветствующие свободной частице и полю, в каче-
стве нулевого приближения ТВ. При этом в боль-
шинстве моделей, используемых в квантовой 
теории, диаграммы стандартной ТВ приводят к 
бесконечным величинам из-за расходимости ин-
тегралов. В то же время существует уникальная 
физическая модель – «проблема полярона», в 
которой сходятся интегралы, соответствующие 
всем диаграммам ТВ, и не возникает необходи-
мости вводить импульсы обрезания и выполнять 
перенормировку массы с использованием беско-
нечных величин [5]. Поэтому принципиальный 
интерес представляет исследование вопроса о 
том, являются ли расходимости, возникающие в 
других моделях, реальными особенностями этих 
систем или следствием некорректного примене-




Рассмотрим гамильтониан системы, состоя-
щей из нерелятивистской частицы, взаимодейст-
вующей с квантовым скалярным полем: 
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Здесь выбрана система единиц, в которой масса 
свободной частицы m=1, ħ=c=1; g – безразмерная 
константа связи частицы с полем, Ω - нормиро-
вочный объем; ,
k k
a a   - операторы рождения (унич-
тожения) квантов поля с импульсом и энергией 
ωk. В качестве физической системы, которой со-
ответствует этот модельный гамильтониан, мо-
жет рассматриваться электрон в поле акустиче-
ских фононов в рамках непрерывной модели кри-
сталла [1]. 
Дальнейшие вычисления рассмотрим для ос-
новного состояния системы, соответствующего 














Очевидно, что поправка первого порядка к 
энергии системы равна нулю, а поправка второго 
порядка связана с однофононными промежуточ-
ными состояниями и во втором порядке опреде-
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 Для любого значения полного импульса этот 
интеграл логарифмически расходится при боль-
ших k (ультрафиолетовая расходимость). В то же 
время рассматриваемая модель является пере-
нормируемой. Перенормированное значение 
массового оператора возникает при вычитании 
бесконечной энергии системы с нулевым импуль-
сом ( ) ( ) (0)R P P   
 
 и является конечным. 
Это позволяет выполнить перенормировку 
массы электрона и вычислить его "физическую" 













Во втором порядке теории возмущений нахо-
дим: 
